XVL Uber Krystallstruktur (II).
Von
A, Schoenflies in Frankfurt a. M.

(Mit 22 Textliguren.)

Die Ausfihrungen meines ersten Aufsalzes!) werden den Rahmen der
Vorstellungen, die dem Krystallographen geldufig sind, kaum wesentlich
iiberschritten haben; gehen sie doch iiber die Begriflswelt der Bravaisschen
Theorie nicht sonderlich hinaus. Eine Ausnahme allgemeiner Art bildeten
pur die Begriffe der Gruppe und des Fundamentalbereichs; aber auch sie
fanden bisher wesenllich nur auf Tatsachen einfacherer Art Anwendung.
Die Gruppe war nichts anderes als die Gesamtheit der einem Punktsystem
und seiner Struktur zukommenden Deckoperationen. In ihnen kommt der
Symmelriecharakter der Struktur zum Ausdruck, und gerade dieser Sym-
meltriecharakter bestand in allen betrachteten Fillen in der Existenz von
Symmelrieelementen einfachster Art; nimlich in Drehungsaxen, Symmetrie-
ebenen und Symmetriezentiren.

Bekannllich gibt es aber auch regelmiiflige Strukturen von allgemeinerem
Bau, z. B. solche, zu deren Deckoperationen keine Drehungen, sondern nur
Schraubungen gehiren; und analoges gilt bei andern Strukturen von den
Symmetricebenen. Auf diese anschaulich etwas komplizierteren Strukturen
sind daher die Resultate des ersten Teiles noch auszudehnen. Ich schicke
dazu einige einfache Hilfssitze geometrischer Natur voraus.

§ 1. Geometrische Hilfssitze.

Die Symmetrieeigenschaften, die einer und derselben Krystallklasse
zukommen, stehen bekanntlich in geometrischer Abhingigkeit von-
cinander. Besitzt z. B. eine Krystallklasse zwei Symmetrieebenen ¢ und o,
die durch eine Axe ¢ gehen und einen Winkel o miteinander bilden?), so
ist die Axe o von selbst eine Symmetricaxe vom Winkel 2¢«. Formulieren

1) Diesc Zeitschr. 1915, 54, 545,
2) Natiirlich vom Werte 17, 7, ...

Groth u. Kaiser, Zeitschrift f. Krystallogr. LY. 24
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wir denselben Satz fiir Deckoperationen, so lautet er folgendermaflen: Die
Spiegelung an der Ebene ¢ und die Spiegelung an der Ebene ¢, sind zu-
sammen einer Drehung um die Schniltlinie (06;) dquivalent, und zwar ist
der Drehungswinkel doppelt so groR wie der Winkel der Ebenen ¢ und o;.
Das heiflt also, daB ein beliebiger Punkt s des Raumes an dieselbe Stelle
gelangt, wenn er erst an der Ebene ¢ und dann noch an der Ebene 6,
gespiegelt wird, oder wenn er nur um die
Fig. 1. Schnittlinie @ = (60,) um den Winkel 2« ge-
dreht wird. In der Tat, wenn m (Fig. 1)
durch Spiegelung an ¢ nach m' und dann
durch Spiegelung an ¢; von m' nach m” kommt,
so liegen =2, m', m” in derselben zu ¢ senk-
rechten Ebene &, und zwar so, dafl Winkel
mOm’ = 2(« + 3) ist, wenn der Winkel (60y) = a + £ ist.
Sitze dieser Art sind es, die wir fiir das Folgende nilig haben, und
die wir hier zunichst ableiten:
1. Die Folge von zweiInversionen gegen die Punkte 4 und B
ist 4quivalent einer Schiebung von der Grifle 24B.
Kommt nimlich (Fig. 2) ein Raumpunkt = durch die erste Inversion
nach /', und dann durch die zweite Inversion

Fig. 2. nach m”, so ist 4 die Mitte von mm’ und B die

72\ Mitte von m'm"”, und es ist daher mm” = 24B
44//__—\;{ und zugleich parallel zu 4B. Da nun = ein be-
- “~m liebiger Raumpunkt sein kann, so heiBt dies,

daf} die Strecke mm” fir alle Raumpunkte dieselbe
Linge und Richtung hat, und gerade dies ist die charakteristische Eigen-
schaft einer Schiebung.

la. Die Umkehrung des Satzes lautet: Die Folge einer Inversion
am Punkt 4 und einer Schiebung von der Grofle 7 ist dquivalent
einer Inversion gegen einen Punkt B, der so liegt, da AB= 1«
und parallel 7 ist.

Der Beweis ergibt sich an der Hand der Figur 2 in der Weise, da8
wir vom Punkt m' ausgehen. Diesér kommt durch Inversion gegen A4
nach 7 und dann durch Schiebung nach m”; andererseits kommt #’ durch
Inversion gegen B ebenfalls nach m”

2. Wir wollen eine Spiegelung an einer Ebene, die mit einer Schiebung ¢
parallel zu dieser Ebene verbunden ist, eine Gleitspiegelung nennen, und
v ihre Gleitungskomponente (oder Schiebungskomponente). Dann gilt
der Satz:

Die Folge von zwei Gleitspiegelungen an derselben Ebene ¢
und von derselben Gleitungskomponente z ist einer Schiebung
dquivalent, die nach GriBe und Richtung gleich 27 ist.
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Zum Beweise unterwerfen wir (Fig. 3) irgend einen Raumpunkt m
zunichst der ersten Gleitspiegelung; er kommt durch die Spiegelung nach
#" und dann infolge der Schiebung = von =’
nach m;. Die zweite Gleitspiegelung fiihrt
ihn analog von s, ilber m'y; nach m,. Dann I
sieht man wiederum unmittelbar, daB mmne'y miy |
eine Gerade ist, und daBl mm, nach Richtung /
und Grofle gleich 2z ist, und der Satz ist be-
wiesen.

3. Nehnen wir eine Schraubenaxe, wie iiblich, n-zihlig, wenn der

/

m, My

zugehorige Drehungswinkel die Grofe —— hat, und ist ¢ die zugehirige
n

Schiebungskomponente lings der Axe g, so gilt der Satz:

Die n-malige Ausfithrung einer Schraubung um cine n-zihlige
Schraubenaxe ¢ mit der Schiebungskomponente ¢ ist dquivalent
ciner Schiebung von der Grifle nt parallel zu a.

In der Tat ist ja die n-malige Wiederholung der Schraubung einer
Drehung um den Winkel 27z nebst einer Schiebung von der Grifle nt
gleichwertig. Ein Raumpunkt 7 gelangt daher infolge der » Schraubungen
in eine solche Endlage m,, daB mm, = n¢ und parallel zu @ ist. Damit
ist der Satz wieder bewiesen 1).

4. Die Folge einer Spiegelung an einer Ebene ¢ und einer
zu ¢ senkrechten Schiebung ¢ ist eine Spiegelung an einer zu ¢
parallelen Ebene ¢ im Abstand )¢ von e

Man erkennt dies leicht folgendermaflen (Fig. 4):

Sei mn irgend eine in ¢ liegende Strecke.

Die Spiegelung an ¢ liflt sie unverdndert; die Bigi

na'chfo]g(?nde, = g senkrechte Schiebung ¢ "//ﬂ;n
bringt sie in die Lage m'sn'. Suchen wir i
jetzt umgekehrt, in welche Endlage die Strecke / f

m'n' durch Spiegelung nebst Schiebung tiber-
geht. Die Spiegelung bringt sie nach m'#n’,
die dann folgende Schiebung nach mn. Es
geht also mn in m'n’ und m’»’ in mn tber; und dies ist genan das, was
der Satz behauptet.

5. Sei a eine zweiziihlige Drehungsaxe, und M ein Punkt auflerhalb
e im Abstand d von «, dann gilt:

1) Dies slimmt damit iberein, daB einc Drehung vom Winkel 27 keine eigent-
liche Orisverinderung der Raumpunkte darstellt; es kommt ja hier immer nur der
Effekt der Operationen in Betracht, und eine Drehung vom Winkel 27 fiihrt jeden
Punkt in seinc Anfangslage zuriick.
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«) Eine Inversion an M und eine Drehung um @ sind einer
Gleitspiegelung #dquivalent, deren Ebene ¢ zu a senkrecht ist
und den Punkt M enthilt.

Ist nimlich zundchst m ein Punkt von ¢ (Fig. 5), so gelangt er durch
Drehung um ¢ nach #/, und dann durch Inversion an M nach =", und
es liegen auch m’' und m” in ¢; ferner ist
mm” = 2d und parallel zu d. Dies gilt
fiir jeden Punkt von ¢. Wird ferner n so
gewihlt, daB mn | & ist, so ist auch
m'n’ | ¢ und ebenso m”"x", und dies heifit
in der Tat, daB m"»n" aus mn durch Gleit-
spiegelung an & mit der Gleitungskompo-

= nente = = 24 hervorgeht.

Ist ¢ eine zweizihlige Schraubenaxe, so gilt analog:

B3) Eine Inversion an M und eine Schraubung um « sind eben-
falls einer Gleitspiegelung an einer zu a senkrechten Ebene
dquivalent.

Fithren wir nimlich von der Schraubung um o zunichst nur die
Drehung aus, so gilt der vorige Satz; Inversion und Drehung sind der
Gleitspiegelung dquivalent, d. h. der Spiegelung an ¢ und der Gleitung von
der GriBe z. Hierzu haben wir jetzt noch die Schiebung ¢ lings a zu
fiigen. Diese nebst der Spiegelung an e sind aber (gemiB Satz 4) der
Spiegelung an einer Ebene ¢, (|| ¢) dquivalent; es resultiert also insgesamt
eine Gleitspiegelung an g mit der Schiebungskomponente 7 = 2d.

6. Schlieflich moge folgende an sich bekannte Tatsache erwihnt
werden. Eine linksgewundene Schraubenlinie geht bei jeder Bewegung,
beispielsweise bei Drehung um eine Axe, in eine ihr kongruente links-
gewundene Schraubenlinie iiber. Dagegen geht sie durch Spiegelung oder
Inversion in eine rechtsgewundene, ihr im iibrigen gleiche Schraubenlinie
iiber und umgekehrt. Dasselbe wird durch eine Gleitspiegelung bewirkt.

§ 2. Die Gruppe der Deckoperationen,

Der Begriff der Gruppe lift sich ohne weiteres aufl regelmiflige Punkt-
systeme allgemeinster Art iibertragen; auch fiir sie soll die Gruppe aus der
Gesamtheit der Deckoperationen bestehen, die das Punktsystem
in sich tberfiihren.

Diese Gruppe hat eine einfache evidente Eigenschaft, von der wir
schon stillschweigend Gebrauch gemacht haben, die wir aber jetzt aus-
driicklich nennen. Bezeichnen wir in Kiirze irgend eine Deckoperation des
Punktsystems durch 11 und irgend eine andere durch B, so wird be-
hauptet, daB das Punktsystem auch durch die Kombination von U
und B in sich libergeht.
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Ein ausfiihrlicher Beweis kann folgendermafBen gefithrt werden: Sei u
irgend ein Punkt unseres Punktsysiems, und sei ¢’ der Punkt, in den er
infolge der Operation U gelangt, so ist auch g’ nach Voraussetzung ein
Punkt des Punktsystems. Ferner sei p” der Punkt, in den der Punkt g
durch die Operation 8 gelangt, so gehort ja auch g’ dem Punktsystem
an, und der Satz ist bewiesen. In der Tat gelangt 1 durch die Kombi-
nation von I und B nach ¢/ und damit wieder in einen Punkt des Punkt-
systems; und andererseits ist auch u ein beliebiger Punkt des Punkisystems.

Iliervon machen wir die folgenden einfachen Anwendungen, die sich
unmittelbar aus den in § 1 bewiesenen Siitzen ergeben.

1. Enthiilt eine Gruppe eine Inversion am Punkt 4 und eine
Inversion am Punkt B, so enthilt sie auch die Schiebung, die
nach Grofie und Richtung gleich 248 ist.

2. Enthilt eine Gruppe eine Gleitspiegelung mit der Gleitungs-
komponente 7, so enthélt sie auch die Schiebung, die nach Grifle
und Richtung gleich 27 ist.

3. Enthilt eine Gruppe eine n-ziihlige Schraubenaxe, deren
Gleitungskomponente ¢ ist, so enthilt sie auch eine Schiebung,
die nach Grifle und Richtung gleich nt ist.

Nun sind bekanntlich unter den Deckoperationen eines Punktsyslems.
stets auch Schiebungen enthalten, nimlich die Deckschiebungen des Raum-
gilters, mit dem das Punktsystem aufgebaut ist. Man sieht auch Ileicht,
daff ihm andere Deckschiebungen nicht zukommen konnen. Die in den
Sitzen 4, 2, 3 auftretenden Schiebungen sind deshalb notwendig Deck-
schiebungen des oben genannten Raumgitters. Fir diese Deck-
schiebungen besteht aber der Satz, daB es fiir jede Richtung, lings deren
tiberhaupt Deckschiebungen des Raumgitters existieren,
auch eine kleinste Declischiebung gibt; so ist beim Gilter- Fig. 6.
parallelepipedon der Fig. 6 04, OB, OC, OD die kleinste c
in seine Kanlen bzw. seine Hauptdiagonale fallende Deck-
schiebung. Daravs folgern wir sofort, dafl die in den B
Sitzen 1, 2, 3 auftretende Schiebung niemals kleiner
sein kann als die kleinste Schiebung, die fiir die
beziigliche Richtung in der Gruppe existiert. Oder aber:

4. Die in den Sidtzen 1, 2, 3 betrachieten Deckoperationen
(Inversionen, Gleitspiegelungen, Schraubungen) konnen einem regel-
miiBigen Punktsystem nur dann zukommen, wenn im ersten Fall
24B, im zweiten 2z, im dritten »¢ eine in der Gruppe ent-
haltene Deckschiebung ist.

Insbesondere folgt hieraus, daB (gemif Satz 4) der Abstand von zwei
Symmelriezeniren 4 und B und ehenso (gemif Satz 2) die Schiebungs-
komponente einer Gleitspiegelung niemals kleiner sein kann als die
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Hilfte einer zur Gruppe gehorigen Declischiebung der gleichen
Richtung.

Wie aus den Eigenschaflen der Krystallklassen bekannt ist, bedingt eine
zweizéhlige Axe und ein auf ihr enthaltenes Symmetriezentrum eine zur
Axe senkrechte Symmetrieebene, Diesem Satz enlspricht der folgende,
allgemeinere, der sich aus den Sitzen 5« und 54 von § 1 ergibt:

5. Enthilt eine Gruppe eine zweizihlige Axe (Drehungsaxze oder
Schraubenaxe) und ein nicht auf ihr liegendes Symmetriezentrum M,
so enthilt sie auch eine zur Axe senkrechte Ebene gléitender
Symmetrie.

§ 8. Der Symmetriecharakter der Punktsysteme.

Die Frage nach dem Symmetriecharakter eines regelmiflligen Punlt-
systems ist im ersten Teil (§ 8) ausfiihrlicher nur fiir einen Sonderfall er-
ortert worden, nimlich fiir ein Punktsystem, dessen Strukiur der rhombischen
Hemiedrie entsprach. Abgesehen von den Deckschiebungen bestanden seine
Deckoperationen aus Drehungen um drei Scharen von zweizdhligen Axen,
die drei zueinander senkrechten Richtungen parallel sind; und gerade deshalb
hatten wir dem Punktsystem den Charakter der rhombischen Hemiedrie
zugeschrieben, die ja drei analoge zweizihlige Symmetrieaxen besitzt.

Die Verallgemeinerung hiervon liegt auf der Hand. Wir werden er-
warten, daf in jedem Fall die Deckoperationen eines Punkisystemes in
analoger Beziehung zu den Symmetrieelementen einer gewissen Krystallllasse
stehen, und daB es die Symmetrie dieser Klasse ist, die wir alsdann dem
Punktsystem beizulegen haben. So ist es in der Tat, was freilich hier
nicht bewiesen werden kann!). Nur die eine Frage miissen wir erirtern,
welches die allgemeinsten Deckoperationen sind, die iiberhaupt als Analoga
der bei einer Krystallklasse vorhandenen Symmetrieaxen, Symmetrieebenen
und Symmetriezentren aufireten konnen. Die Antwort Dbesteht in den
folgenden, leicht durchsichtigen Sitzen:

1. Aufler den #-zéhligen Drehungsaxen sind auch die n-zihligen
Schraubenaxen als Analoga der n-zihligen Symmetrieaxen anzusehen.

Die so eingefiihrte Vorstellung ist dem Krystallographen lingst geliufig;
die Art, in der wir den Quarz strukturell aufzubauen pflegen, operiert ja
bereits mit schraubenartiger Anordnung, d. h. mit Strukturen, die nur durch
gewisse Schraubungen in sich iibergehen.

2. Als allgemeinste Deckoperation, die einer Symmetrieebene einer
Krystallklasse entspricht, haben wir die Gleitspiegelung anzusehen; die
strukturellen Analoga der Symmetrieebenen bestehen also in reinen Spiegelungs-

1) Vgl. Krystallstruktur, S. 364. Der dort gegebene Beweis bildet eines der
wichtigsten Resultate der allgemeinen mathematischen Theorie,
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ebenen und in Ebenen gleitender Symmetrie, d. h. solchen, denen noch
eine zur Spiegelungsebene parallele Gleitungskomponente z zugehort.

3. Tir die Symmetriezentren kann eine Verallgemeinerung, die im Auf-
treten zusiitzlicher Schiebungskomponenten besteht, gemifl Satz 1a von § 1
offenbar nicht exislieren.

4. Die Grofie der zusitzlichen Schiebungskomponente 7 ist in den Fiillen
1 und 2 naturgemifl an die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Silze
gebunden. Enthiilt also die Gruppe der Deckoperationen eine n-zihlige
Schraubenaxe, so ist ¢ notwendig eine der Gruppe zugehirige Schiebung,
und falls die Gruppe eine Gleitspiegelung enthilt, so gilt das gleiche fiir 27.

Offenbar konnen wir das Vorsiehende allgemeiner so zusammenfassen,
dal} die Schiebungskomponenten fiir die Beurteilung des Symmetriecharakters
iiberhaupt aufler Acht zu lassen sind, wie uns dies fiir die Deck-
schiebungen ja geliufig ist. Quanlitativ sind die moglichen Schiebungs-
komponenten, die in die Deckoperationen eingehen konnen, allerdings Be-
dingungen unterworfen; sie miissen stets dem Inhalt von Salz 4 geniigen.

§ 4. Beispiele.

Zur Veranschaulichung der vorstehenden Ausfiilhrungen migen die
folgenden Beispiele dienen.

1. Eine Struktur, die den Symmetriecharakter der tetragonalen
Tetartoédrieerster Art besilzt, und der nur Schraubenaxen zukommen.

Die Tetartoédrie erster Art enthilt als Symmetrieelement nur eine einzige
vierziihlige Axe; der zu bildenden Struktur miissen daher lauter paraliele
vierzihlige Schraubenaxen zukommen. Man kann sie folgendermaflen er-
hallen1). Man gehe von einem Raumgitter aus, dessen
Parallelepipedon eine quadratische S§ule mit der Grund- Fig. 7.
fliche ABCD ist (Fig.7). Diese Grundfliche bestimmt
in ihrer Ebene ein quadratisches Netz, und zu ibm
verlaufen alle Schraubenaxen senkrecht; und zwar sind
die Ecken und die Flichenmitten der Quadrate die
Punkte, die von den vierzihligen Axen getroffen
werden. Uberdies existieren auch noch zweizihlige A D
Schraubenaxen, die gleichfalls der Gruppe der Deck-
operationen angehoren; sie gehen durch die (in der 2B C
Figur angedeuteten) Seitenmitten der Netzquadrate 2). Die

1) Die oben beschriebene Gruppe ist die Gruppe €4 der Krystallstruktur, vgl.
8.483. Sohncke’s Vierpunkischraubensystem, S. 89 seiner Entwickelung einer Theorie
der Krystallstruktur,

2) Da eine vierzihlige Symmetrieaxe erst recht zugleich eine zweizihlige Sym-
metrieaxe ist, so ist das Auftreten von zweizihligen Axen in der Gruppe der Deck-
operationen verstindlich.
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Schiebungskomponente der vierzihligen Axen ist gleich dem vierlen Teil der
Hohe unserer quadratischen Siule; fiir die zweizihligen Axen hat sic die
doppelte Linge, ist also gleich der Hilfte dieser Hghe. In der Tat ist
damit die im Satz & von § 2 enthaltene Bedingung erfiillt.

Benutzt man vierziihlige Schraubenaxen mit umgekehrtemn Windungssinn,
so erhilt man offenbar die enantiomorphe Struktur. (Vgl. auch § 7).

2. Ein zweites Beispiel sei eine Struktur vom Symmetriecharakter der
trapezoédrischen Tetartoédrie des hexagonalen Systems. Diese
Tetartoédrie besitzt eine dreizéihlige Hauptaxe und drei zu ihr senkrechte
zweizihlige Nebenaxen.

Um zu unserer Struklur zu gelangen?), gehen wir von einem Raumgitter
aus, dessen Parallelepipedon @ eine rhombische Siiule ist, und zwar eine

solche, deren Grundfiiche durch eine Diagonale in
kg 8 zwei gleichseitige Dreiecke zerfillt?). Die dieser
Grundfliche entsprechende Netzebene enlhilt als-
dann ein regulires, gleichseitiges Netz, wie es
Fig. 8 zeigt. Zu diesem Nelz verlaufen die drei-
ziihligen Axen wieder senkrecht, und zwar sind
sie sémtlich Schraubenaxen mit der ndmlichen
Gleitungskomponente; sie gehen durch die Ecken
und die Mitten der gleichseitigen Dreiecke, also
z. B. durch die Punkte 4, B, C, M ... hindurch. Die Gleitungskomponente
ist gleich einem Drittel der Hohe unserer rhombischen Siule, in Uber-
einslimmung mit dem Salz 4 von § 2.

Zu den dreizihligen Axen kommen in diesem Fall noch zweizihlige
Nebenaxen, die iibrigens sémllich wirkliche Drehungsaxen sind. Ist & die
Hohe unserer rhombischen S#ule, so verlaufen die
Ebenen, die diese Nebenaxen enthalten, senkrecht

X
(&

Fig. 8a.

AG—s I
zur [Iche und folgen im Abstand ?l aufeinander,

A" und zwar in folgender Weise (Fig. 8a). Jede dieser

Ebenen enthiilt nur Axen einer und derselben

A Richtung. Fillt insbesondere eine Nebenaxe in der
Ebene der Grundfliche in die Gerade 4B, so laufen

» die Axen in der durch 4’ gehenden Ebene zu 4C
C&B parallel, in der durch 4” gehenden Ebene zu AD,
D

in der durch 4’ gehenden wieder zu 4B usw.3).

t) Die oben beschiriebenc Struktur entspricht der Gruppe D} der Krystallstruktar,
vgl. 8. 471. Sohncke’s abwechselndes Dreipunktschraubensystem, a. 0. O. S. 133.

2) Figur 7 liefert also den Bereich ©, wenn wir annehmen, da ABC und ACD
gleichseitige Dreiecke sind.

3) Die genauere Lage der Nebenaxen ist a. a. O. angegeben.
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3. Ein weiteres Beispiel sei eine Struktur vom Symmetriecharakier
der kubischen Tetartoédrie. Die kubische Tetartoédrie besitzt die
Korperdiagonalen des Wiirfels als dreizihlige Axen, und drei zueinander
senkrechte zweiziihlige, die den Wiirfelkanten parallel sind.

Sei der Wiirfel @ (Fig. 9) wieder der Fundamentalbereich eines kubischen
Raumgitters, und OABCM ein Oktant von ihm. In diesem Oktanten W
verlaufen die zweizihligen Axen @, o', b, b, ¢, ¢ in der Weise, wie es
Fig. 9a zeigt!); sie fallen also in
die Mitten der Seilenflichen. Uber- Fig. 9. Fig. 9a.
dies sind sie simtlich zweizihlige =
Schraubenaxen, deren Gleitungs- - T | 7
komponenle je gleich der halben C b A
Kantenlinge des Wiirfels @ ist. Die o - AR
dreizéihligen Axen  sind teils o \B ’
Drehungsaxen, teils Schrauben-
axen?). Die dreiziihlige Drehungs-
axe s, die den Oktanten O A BOM durchdringt, ist seine Korperdiagonale O M;
man iiberzeugt sich auch leicht direkt, daB sie eine Symmetrieaxe der sechs
zweiziihligen Axen @, o', b, ¥, ¢, ¢ ist, die auf den Seitenflichen dieses
Oktanten liegen. Dagegen kann durch O und M nur eine einzige drei-
zihlige Symmetrieaxe gehen. Zwei dreizihlige Symmelrieaxen, die sich in
demselben Punkt schneiden, bedingen niimlich bekanntlich von selbst das
ganze System von Symmetrieaxen unserer Tetartoédrie3); gingen also durch
O und M mehrere dreizihlige Symmelricaxen, so miifiten die durch O
bzw. M gehenden Kanten des Wiirfels TV simllich zweizihlige Axen sein,
was nicht der Fall ist.

Nun zerfillt der Wiirfel @ der Fig. 9 in acht Oktanten W, und jeden
von ihnen durchzieht je eine dreiziihlige Drehungsaxe. Keine zwei von
ihnen konnen sich dem Vorstehenden gemi

schneiden. TIhre wirkliche Lage crhellt aus Fig. 40.
Figur 10, deren Richligkeit man leicht veri- Y
fizicren kann4). \ NS
rd
——— ‘\ ’ S~ N
. s . (B / >~
1) Fig. 9a ist im doppelten Malstab der Fig. 9 M1 P /[\
gezeichnet; auch bedeulet M in beiden Figuren ver- t 7 \‘
schiedene Punkte, nimlich jedesmal den Millelpunkt. ! 4 z
2) Die beziigliche Gruppe ist die Gruppe 5 S~ L[ A ‘\
der Krystallstrukiur; 8.536. Sohncke’s regulires \\<\ J7 117
abwechsclndes Zweipunktschraubensyslem, a. a. O. — >
S.158. Die dreizihligen Schraubenaxen sind in den -

obigen Figuren als unwesentlich nicht gezeichnet;
iibrigens enthilt jede Gruppe des kubischen Systems auch dreizihlige Schraubenaxen.
3) Dies ist eine bekannte Eigenschalt dieser Krystallklasse.
4) Vgl. die Fig. 65 der Kryslallstruktur, S.537. Die Figur ist auch bei Bragg
enthalten; Proc. of Lhe London Royal Society 1914, 89, 477,
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k. Als letztes Beispiel mige die Braggsche Struktur des Diamants
dienen1).

Der Diamant gehort der lkubischen Holoédrie an, und diese hat ins-
besondere auch vierzihlige Symmelrieaxen, sowie zu ihnen senkrechte
Symmetrieebenen. Die vierzihligen Axen sind aber bei der Braggschen
Struktur nur als Schraubenaxen vorhanden und die Symmelrieebenen nur
in der Verallgemeinerung vom § 3, also nur als Ebenen gleitender
Symmetrie. Dies wollen wir etwas ausfithrlicher erdrtern, in Ankniipfung
an die im ersten Teil (S. 566) abgeleileten Figuren, (14, 15a und 15b), die
wir hier wieder benutzen (Fig. 11, 11a, 11Db)2).

In Fig. 11a sind alle Kanten des Wiirfels ZABCM eigentliche zwei-
zihlige Symmetrieaxen der Struktur, und dasselbe gilt von den drei durch
E' gehenden Geraden; andere zweizihlige Symmetrieaxen sind in ihm nicht-

Fig. 14. Fig. 14a. Fig. 14b.
(&
£ B M
do
y: - ‘1 - ’
jrS! JLaB PE
A

vorhanden. Wie steht es nun mit den vierzihligen Axen? Enthilt die
Struktur eine vierzihlige Drehungsaxe, so ist sie ja zugleich notwendig auch
zweizdhlige Drehungsaxe, sie miilte also auf alle Falle mit einer der eben-
genannten Axen identisch sein. Aber unsere Figuren ergeben sofort, daB
dies ausgeschlossen ist. Die Gerade EE’JM von TFig. 41a ist ndmlich eine
eigentliche dreizdhlige Drehungsaxe. Wiirde also eine der durch E oder
durch E' gehenden Geraden eine vierzihlige Drebungsaxe sein, so gingen
durch E (bzw. E') sowohl vierzihlige, wie auch dreizihlige Symmetrieaxen,
und diese bedingen bekanntlich zusammen notwendig die Existenz aller
Symmetrieaxen des kubischen Systems im Punkt E. Insbesondere miiBten
also auch zweizihlige Nebenaxen vorhanden sein, die in die Richtung E 4
fallen bzw. auf F*4 senkrecht stehen. Zweiziihlige Axen dieser Richtung
treffen aber, wie Fig. 11b zeigt, die Diagonale EE’ nicht in E oder I,
sondern nur in der Mitte S von EE’, und in den analogen Punkten3).

1) Vgl. auch L.Foppl, Physik. Zeitschrift 1944, S.191 sowie eine kiirzlich
erschienene Arbeit von A.Johnsen, Centralblatt fiir Min. 19435, S. 334,

2) Der Wiirfel der Fig. 41a ist in doppeltem MaBstab der Fig. 14 gezeichnet.

3) Die oben beschriebene Struktur entspricht der Gruppe 0;'. der Krystallstruktur,
S. 548; bei Sohncke, a. a. 0., ist diese Gruppe nicht vorhanden, da er nur die Be-
wegungsgruppen ableitet.
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Damit ist in der Tat bewiesen, daB unsere Struktur vierzihlige Drehungs-
axen nicht besitzen kann. Dagegen iiberzeugt man sich leicht, dal die
durch E bzw. E’ gehenden Geraden vierzihlige Schraubenaxen sind, und
zwar ist die zugehorige Schiebungskomponente gleich der Kantenlinge des
in Fig. 11a gezeichneten Wiirfels. Sie ist damit gleich der halben Kante
des Gitterwiirfels von Fig. 414, also gleich der Hilfte der in die Schrauben-
axe fallenden Deckschiebung, in Ubereinstimmung mit dem Satz & von § 2.

Als Symmetrieebenen der Struktur konnen, wie man leicht sieht, nur
die Seitenflichen des Wiirfels von Fig. 11a oder die ihnen parallelen durch
E’ gehenden Ebenen in Frage kommen. Aber sie konnen nicht reine
Symmetrieebenen sein. Dies ergibt sich folgendermaBen. Wie Fig. 11b
erkennen lift, ist der Punkt S ein Symmetriezentrum der Strulitur. Wire
nun z. B. die Grundfliche des Wiirfels 11b eine eigentliche Symmetrieebene
der Struktur, so miiite auch derjenige Punkt .S; ein Symmetriezentrum sein,
der spiegelbildlich zu S unter der Grundfliche von Fig. 11b liegt. Diese
beiden Symmetriezentren S und S; wiirden aber gemiB Satz1 von § 2 eine
Schiebung von der Gréfie 2S5S; bedingen, und diese miifite zugleich eine
Deckschiebung der Struktur sein. Aber die kleinste Deckschiebung der
Richtung S§; hat die Linge £S5;1), da erst 4S5, gleich der Kante des
Wiirfels von Fig. 11 ist, womit der Beweis erbracht ist. Ebenso folgert
man das gleiche fiir die durch E' gehenden Ebenen.

Dagegen sieht man leicht, da alle diese Ebenen im verallgemeinerten
Sinn von § 3 Spiegelebenen sind. Die zugehirige Operation ist also eine
Gleitspiegelung. Insbesondere kann fiir die durch E gehende Grundfliche
die Hilfte einer der beiden Flichendiagonalen von Fig. 11a als Schiebungs-
komponente gewihlt werden, und analog fiir dic anderen Ebenen. Da die
Flichendiagonalen Deckschiebungen der Struktur sind (das Gitter ist ja
flichenzentriert), so ist damit Satz 4 von § 2 wiederum erfullt.

§ 5. Der Fundamentalbereich.

Es bedarf kaum des besonderen Hinweises, dafl der zu einer Gruppe
gehorige Fundamentalbereich auch bei den Gruppen allgemeinster Art geo-
metrisch und strukturell seine Bedeutung und seine Eigenart ungeschmilert
bewahrt. Nur seine gestallliche Beschaffenheit erfordert einige Bemerkungen.
Wir legen dazu ein einfaches Beispiel zugrunde, nimlich das in § 3 unter 4.
betrachtete, das der Tetartoédrie des quadratischen Systems entspricht.

Wir gehen wieder von der quadratischen Siule aus (Fig. 7), die den
Fundamentalbereich @ des beziiglichen Raumgitters bildet. Hiitlen wir es
mit einer Struktur der Holoédrie zu tun, so wiirden, wie schon im ersten
Teil erwihnt wurde, in den Bereich @ 16 gleichwertige Punkte allgemeiner

4} Fig. 14 stellt ja den Gitterwiirfel dar; vgl. auch Anmerkung 2 von S. 330.
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Lage fallen, enisprechend der Zahl der Flichen der zugehirigen einfachen

Krystallfform. Im TFall der Telartoédrie, die hier vorliegt, sind es also nur

4 Punkte, und der Fundamenlalbereich ¢ unserer Gruppe ist daher der

vierte Teil von @. Er kann wieder mannigfach gewihlt werden; zwei
verschiedene Formen wollen wir in Betracht ziehen.

Die Grundfliche OABC (Fig. 12) unserer quadratischen Siule ¥ zer-

falit durch die Mitlellinien in vier kongruente Teilquadrate; die bei 4, I, C,

liegenden scien «, @, y. Wird jetzt Gber dem bei O

Fig 12, liegenden Teilquadrat eine gerade Siule errichtet, die

die gleiche Hohe & hat, wie @ selbst, so ist sie gleich

dem vierten Teil von @ und kann den Fundamental-
hereich ¢ unserer Gruppe darstellen. Unterwerfen
3 % wir jelzt diesen Bereich der Scbraubung um die vier-
o ziihlige Schraubenaxe s, die durch die Milte M des
B Quadrats O ABC geht?l), so gelangt er der Reihe nach
) 4 in gewisse Lagen ¢,, ¢g, ¢,, die Gber den Flichen
a o «, 3, v stehen?); und zwar so, daBl die Grund(liche
3 %

VOn g um - hoher liegt als die Fliche ¢, die von ¢g

k 34
um —;— hiher als 2, und die von ¢, um TL hiher als 7. Eine noch-

malige Schraubung fithrt den Bereich ¢, offenbar in eine Lage, die genau
liber ¢ selbst steht3) usw.

" Wir konnen den Fundamentalbereich ¢ zweitens auch als quadratische
Siiule wiihlen (Fig. 12a), deren Grundfliche O ABC selbst ist, und deren

/ .
Fig, 122, Hohe gleich Tl ist. Hier sieht man unmittelbar, daf

i die Schraubung um die durch 3/ gehende Axe s diesen
Bereich in eine Lage ¢, bringt, die genau iiber ¢
liegt; durch zweimalige und dreimalige Schraubung
[ A kommt er also in der Weise in Lagen ¢q und ¢4,
k dal} ¢, ¢py, 2, ¢ Ubereinander stehen und zusammen
£ 5 unmillelbar den Fundamentalbereich @ des Raumgilters
konslituieren.

Dies gibt AnlaB zu folgenden allgemeinen Bemerkungen.

1. Wie im zweilen Fall ¢, ¢y, @9, @3 zusammen den Fundamental-
bereich @ des Raumgitlers ausmachen, so gilt dies analog von den vier

4) DaB der Gruppe auch Schraubenaxen zugehoren, die durch die Quadratmitten
gehen, wurde oben (S. 227) erwiihnt.

2) Die Figur enlhiilt nur die Lage von ¢

3) In Ubercinstimmung mil dem Satz 3 von §1, gemiB dem die viermalige
Schraubung einer Schiebung von der GriBe % dquivalent ist.
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Bereichen ¢, ¢,, ¢g, ¢, des ersten Falls. Wir wollen dies wirklich
nachweisen, wollen also zeigen, dafl der aus ¢, ¢, P8y Py gebildete
riumliche Kirper ¥ ein Fundamentalbereich des Raumgilters sein kann.
Dazu ist nur notig zu zeigen, dal der ganze Raum liickenlos ausgefiillt
wird, weon wir den Korper ¥ allen Deckschiebungen des Gitlers unter-
werfen, Wir beginnen, indem wir ihn nach oben und unten der Deck-
schiebung der Griofle - unterwerfen; dadurch wird zunichst (Fig. 12) die
iber dem Quadrat OABC stehende, nach oben und unien unbegrenzte
Sdule I vollstindig ausgefiillt. Jetzt haben wir nur noch die Deckschie-
bungen auszufiihren, die in die Seilen der Grundfliche O ABC fallen, und
zwar in beliebiger Aufeinanderfolge, so werden in der Tat alle so aus =
hervorgehenden Sédulen den ganzen Raum liickenlos erfiillen.

Die groB8e Unbestimmtheit des Bereiches @ wurde schon im ersten
Teil ausfithrlich hehandelt. Man sieht hier noch, daBl der Bereich @
keineswegs ein konvexer Korper zu sein braucht.

2, Die allgemeine geometrische Eigenart des Bereiches ¢ hatten wir
im ersten Teil so bestimmt, daB erstens sein Inneres keine zwei gleich-
wertigen Punkte enthalten darf (d. h. keine zwei, die durch Deck-
operationen der Gruppe ineinander iibergehen), und daBl zweitens jede
dieser Deckoperationen alle Fundamentalbereiche ineinander iiberfiihrt, und
zwar stets jeden in einen anderen. Dies bleibt auch hier als
seine geometrische Eigenart ungeindert bestehen. Die Richtigkeit
dieser Tatsache wird durch die obigen Konstruktionen unmittelbar in
LEvidenz gesetzt.

3. Der Bereich ¢ ist auch hier gestalllich im allgemeinen unbestimmt.
Drehungsaxen, Symmetrieebenen und Symmetriezentren diirfen aber nicht
in sein Inneres, sondern nur auf seine Oberfliche fallen. Die im ersten
Teil (§ 2) dafiir angegebenen Griinde bleiben ungeiindert bestehen.

4. Dagegen zeigt die oben erfolgte zweite Wahl von ¢, dall Schrauben-
axen sehr wohl das Innere durchdringen konnen. Das im Inneren
von ¢ liegende Sliick einer Schraubenaxe kann aber offenbar nicht grifer
sein, als die zugehorige Schiebungskomponente, da ja sonst wieder gleich-
wertige Punkte im Inneren von ¢ vorhanden wiiren. Lbenso konnen auch
die Ebenen, denen eine Gleitspiegelung entspricht, das Innere von ¢ durch-
dringen, und zwar mit einer analogen leicht erkennbaren Beschrinkung.

§ 6. Symmetriecharakter und Atomgualitit.

Alles, was im ersten Teil iber die Qualilit der Atome und Atom-
komplexe und iiber ihren Zusammenhang mit dem Symmetriecharakter der
Struktur ausgefithrt wurde, tibertriigt sich sinngemifi auf die regelmifigen
Strukturen allgemeinster Art. Die friiheren Begriindungen und Darlegungen
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bleiben ohne jede Einschrinkung in Kraft. Die Tatsachen, auf die es in
erster Linie ankommt, mdgen hier nochmals zusammengestelit werden.

1. Der Symmetriecharakier einer Struktur kommt in der Gruppe G
der simtlichen Deckoperationen zum Ausdruck, die die DBausteine der
Struktur ineinander iberfiihren. Es gibt 230 solcher Gruppen; ihre Sym-
metrie entspricht in dem in § 3 genannten verallgemeinerten Sinn der Sym-
metrie der 32 Krystallklassen.

‘2. Jede einzelne dieser Gruppen bedingt eine Zerlegung des Raumes
in gewisse Fundamentalbereiche ¢ (Raumteilung), in der Weise, daB jede
Operation der Gruppe die Bereiche ¢ ineinander iberfithrt, und zwar
Jeden einzelnen in einen von ihm verschiedenen.

3. Jeder strukturelle Aufbau, der einer Krystallsubstanz entsprechen
soll, entsieht so, daB man in jeden Bereich ¢ einer Raumteilung an ana-
logen Stellen die gleichen chemischen Atome i oder die gleichen Atom-
komplexe I' = {m, n, ¢ ..} einsetzt.

k. Drehungsaxen, Symmetriezentren und Symmetrieebenen der Struktur
fallen stets in die Oberflichen des Bereiches . Wird ein Atom m in
eine dieser Axen, Punkte oder Ebenen gelegt, so erhilt es dadurch eine
gewisse Symmelriequalitit und ist mehrfach zu zéhlen, wie dies niher
in § 5 des ersten Teils ausgefithrt wurde!).

5. Werden in den Bereich ¢, der einer Gruppe G' im Sinne von Nr. 2
entspricht, punktuelle oder auch symmelirische Atome oder Atomkomplexe
eingefiigt, so kann dies evenluell, insbesondere bei besonderer Lage der
Atome, den Symmetriecharakter der Struktur erhohen. Die Ubersym-
metrie entsteht in solchen Fiillen immer dadurch, daf die so gebildete
Struktur auBer den Deckoperationen der Gruppe G noch andere Deck-
operationen zulifit; und zwar sind dies alsdann immer solche, die einen
Bereich ¢ und ebenso das in ihm enthaltene Atom 2z oder auch den
ganzen Atomkomplex I'= {m, n, p...} in sich uberfiihren.

6. Wird von dieser Ausnahme, bzw. von der durch sie begriindeten
Beschrinkung abgesehen, so ist die Art, in der die Atome in den Bereich
@ eingeselzt werden diirfen, durchaus beliebig. Wie dies auch geschehen
mag, immer entsteht alsdann eine Struktur genau von derjenigen Symmetrie,
die der Ausgangsgruppe G entspricht.

7. Welche Wahl fiir die Stellen der Atome im Fundamentalbereich ¢
zu treffen ist, entscheidet sich naturgemif8 nach physikalischen und chemi-
schen Gesichtspunkten. Da aber die Besetzung des Bereiches ¢ mit den
konstituierenden Alomen im allgemeinen keiner DBeschrinkung unterliegt,
so wird dies den Krystallographen stets in den Stand setzen, die Lagerung

1) Von A.Johnsen ist dafiir die zweckmiBige Bezeichnung N-werlige Punkte
eingefiihrt worden; Zentralbl. f. Min. 19435, S. 334,
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der Atome und Atomkomplexe in ¢ so vorzunehmen, wie es den ins Spiel
tretenden chemischen und physikalischen Kriften sowie den experimentellen
Tatsachen entspricht. Insofern habe ich friiher den Krystallographen als
den souverinen Beherrscher des Fundamentalbereichs bezeichnet, und darf
gerade auf diesen auch in § 4 des ersten Teils schon angefiihrten Tat-
bestand, als den von der Naltur der Dinge geforderten, hier wiederum
hinweisen.

§ 7. Die enantiomorphen Strukturen.

Wir wollen die vorstehenden Ergebnisse auf die enantiomorphen
Strukturen anwenden. Enantiomorphe Strukturen weisen bekanntlich die
gleichen geometrischen Unterschiede auf, wie linksgewundene und rechis-
gewundene Schraubenlinien, oder wie ein Korper und sein Spiegelbild.
Zweierlei kann fiir sie offenbar einzig und allein in Frage kommen. Erstens
die Anordnung der Bausteine — analog dem Windungssinn der Schrauben-
linien — und zweitens deren geometrische Form oder Qualitit — analog
zum Unterschied zwischen einem Korper und seinem Spiegelbild. Andere
geometrische Eigenschaften sind ja auch an einem Strukturaufbau iiber-
haupt nicht vorhanden.

Da enantiomorphe Krystalle nur in solchen Krystallklassen auftreten,
die ausschliefllich Axensymmetrie bezitzen, so sind Strukturen von enantio-
morphem Charakter nur fiir solche Gruppen miglich, deren Deckoperationen
sich ausschlieflich an Drehungsaxen und Schraubenaxen ankniipfen. Hier-
zu wollen wir im folgenden einige Beispiele gehen. Dabei werden wir
insbesondere auch zu priifen haben, ob der enantiomorphe Charakler einer
Struktur bei besonderer Lage oder Qualitdt der Bausteine verloren
gehen kann. Offenbar wird dies dem vorigen gemif immer dann und
auch nur dann eintreten konnen, wenn die Struktur infolge der besonderen
Lage usw. des Ausgangsatoms die Eigenschaft erlangt, sich selbst spiegel-
bildlich gleich zu sein.

Wir kniipfen zunichst an das in § 4 behandelte Beispiel 1. an, das
der tetragonalen Tetartoédrie erster Art entspricht. Es besitzt nur ein
System von vierzihligen Axen; sie sind simtlich vierziihlige Schrauben-
axen und fallen in die verlikalen Kanten und in die Mittelhhen der
(uadratischen Siulen @ des Gitters (Fig. 7).

GemdB § & konnen wir als Fundamentalbereich ¢ eine quadratische
Siule (Fig. 12a) wiihlen, deren Grundfliche mit der von @ identisch ist,
wiithrend ihre Hohe gleich dem vierten Teil der Hohe 2 von @ ist, und
in diesem Fundamentalbereich ¢ kann das erzeugende Atom m oder der
Atomkomplex I' beliebig gewidhlt werden. Jeder Wahl entspricht eine
zugehorige Struktur, und es ist einleuchtend, dafl die Anordnung der Bau-
steine einen schraubenarligen und damit enantiomorphen Charakter besitzt.
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Inshesondere ergeben sich zuniichst aus dem in ¢ angenommenen Atom m

solche in ¢y, (s, 3. cnlhaltene Atome me, my, my. ., die auf einer

sich um s windenden Schraubenlinie liegen (Fig. 13);

Fig. 13. und cine analoge Anordnung von Atomen windet

s sich um jede Axe, die durch ecine Milte des zuge-
hirigen quadratischen Netzes hindurchgeht.

R - Es ist weiter zu priifen, ob der enantiomorphe

_______ ;;’;;'—‘FEJ Charakter etwa verloren geht, wenn das erzeugende

v J Atom e cine besondere Lage in ¢ hat, oder wenn

my AT ihm eine gewisse Symmetrie, insbesondere eine

= punktuelle Qualitit, eigen ist. Diese Untersuchung

A liBt sich in allen Fillen in folgender Weise durch-

fahren:

Wie bereits erwihnt, kann die Enanliomorphie nur verloren gehen,
wenn die Struktur die Eigenschaft erwirbt, sich selbst spiegelbildlich gleich
zu sein; es gibt also dann eine Spiegelung oder eine Inversion, oder
vielleicht auch eine Gleitspiegelung, die die Struktur mit sich zur Deckung
bringt. Um diese Deckoperation vermehrt sich also die Gruppe G der
Deckoperationen, mit der die Struktur hergestellt ist. Nun haben wir
aber oben allgemein gesehen (§ 6, 5.), dall eine derartige Deckoperation,
bzw. eine derarlige Ubersymmetrie, wenn sie iiberhaupt eintritt, in allen
Fillen nur eine solche sein kann, die das erzeugende Atom m, bzw. den
Fundamentalbereich ¢ in sich dberfihrt. Und daraus folgt zunéchst
weiter, daB fiir diese Untersuchung nur Spiegelungen oder Inversionen in
Frage kommen konnen, nur sie konnen ein Atom m in sich uberfiihren.
Dagegen braucht eine Gleitspiegelung nicht in Belracht gezogen zu werden,
da sie niemals einen Punkt in sich selbst tiberfiihrt.

Hierzu kommt aber noch ein zweites. Olfenbar wird eine Spiegelung
oder Inversion, die eine Struktur in sich iibergehen liBit, auch das ge-
samte Axensystem mit sich zur Deckung bringen miissen; es stellt ja so-
zusagen das Skelett des beziiglichen Punklsyslems dar. Wir brauchen
daher in allen Fillen nur diejenigen Spiegelungen und Inversionen der
Priifung zu unterziehen, die ein Atom m und zugleich auch das Axen-
system der Struklur in sich {berfiihren.

Werde nun zundchst das Atom s in allgemeiner Lage angenommen,
was hier nur bedeuten soll, daBl es nicht in eine Axe fillt. Seien ferner
a und b irgend zwei unserer Axen, dic durch die beziigliche Spiegelung
oder Inversion ineinander ibergehen!); dann miissen auch die um @ und b
herum laufenden schraubenformigen Punktanordnungen durch die Spiege-
lung oder Inversion ineinander iibergehen. Aber dies ist bei allgemeiner

1) Es kann auch @ mit b identisch sein.
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Lage von m unmiglich. Denn diese Punktanordnungen haben bei unserem
Punktsystem tatsiichlich denselben Windungssinn, wihrend, wie wir oben
sahen (§ 1,6), jede schraubenformige Anordnung durch eine Spiegelung oder
Inversion in eine Anordnung von umgekehrtem Windungssinn (ibergeht.
In der Tat folgt also, daBl der enantiomorphe Charakter der Struktur
bei allgemeiner Lage des Ausgangspunktes s stets vorhanden
ist. Und dies gilt sogar bei punktueller Beschalfenheit von m; denn
diese Beschaffenheit spielt in die obigen Schliisse gar nicht hinein. Eine
Ausnahme kann offenbar nur dann einlreten, wenn die schraubenfirmigen
Anordnungen ausarten, d.h. wenn der Ausgangspunkt » in eine Axe hinein-
fillt. Dann geht der enantiomorphe Charakter der Strukturanordnung in
der Tat verloren; er kann dann nur durch die Form der Alome m ge-
sichert werden, ndmlich so, daf wir sie selbst enantiomorph wihlen.

Die so konstruierten Strukturen sind also dadurch gekennzeichnet, daf
ihr enantiomorpher Charakter ausschlieBlich auf der Anordnung
der Bausteine ruht, wihrend die Qualitit der Bausteine bei allgemeiner
Lage des Ausgangspunktfes keinerlei Beschrinkung unterliegt und sogar
auch punktuell sein kann.

Das vorstehende Resultat hat freilich insofern zunichst nur einen
theoretischen Wert, als die Krystalle der belrachteten Krystallklasse sdmt-
lich kompliziertere chemische Verbindungen sind und der Fundamenlal-
bereich deshalb nicht ein einziges Atom m, sondern einen ganzen Atom-
komplex I" enthilt. Aber wir folgern nun sofort, dafl auch dieser
Atomkomplex bei allgemeiner Lage keinerlei Bedingungen tiber seine Qualitit
unterworfen ist; wie er auch sei, die aus ibm mit unserer Gruppe ab-
geleiteten Strukturen werden stets enanliomorphen Charakter besitzen (vgl.
auch die Beispiele in § 9).

2. Wir betrachten zweitens eine Struktur, bei der der enantiomorphe
Charakter nur auf der Qualitit des Alomkomplexes beruht.

Wir bleiben bei der Strukiur derselben Krystallklasse und fassen eine
Gruppe ins Auge, deren Axen dieselbe Verteilung im Raum haben, wie bei
der vorhergehenden; der Unterschied ist nur der, daB jetzt alle Axen
vierzdhlige Drehungsaxen sein sollen. Den Fundamentalbereich ¢ konnen
wir jetzt so wihlen, wie wir es oben in § 3 zuerst getan haben, ndmlich
von gleicher Hohe mit @, wiihrend seine Grundfliche den vierten Teil der
Grundfliche von @& ausmacht. Aus ihm entstehen dann (Fig. 12) durch
Drehung um die Axe s die Bereiche ¢,, @3, ¢,, deren Grundlichen aber
jetzt in die Flichen «, £, y hineinfallen. Aus einem beliebig in ¢ an-
genommenen Punkt m entstehen analog die Punkte m,, mg, m,, und man
sichl unmittelbar, da, wie auch der Punkt m in ¢ gewihit werde, die
Ebene, die m, m,, mg, m. enthilt, eine Symmetricebene des ganzen
Punktsystems ist. Die Anordnung der Bausteine besitzt also jetzt fiir

Grolh u. Kaiser, Zeilschrift f. Krystallogr. LV. 22
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alle Lagen des Ausgangsatoms m eine Symmetrieebene bzw. eine Uber-
symmetrie.

Der enantiomorphe Charakter kann also der Slruktur in diesem Fall
nur so verliehen werden, dafl wir die Form der Bausteine geeignet wihlen;
am einfachsten so, dafl wir ihnen selbst einen enantiomorphen Charakter,
also eine linke oder rechte Form beilegen. Die Struktur, die durch Ein-
setzen derartiger Atome fiir die Punkte » entsteht, ist dann offenbar selbst
enantiomorph. Allgemeiner ist klar, dafl dies auch dann eintreten wird,
wenn wir die Formen der Atome so einrichten, daB die mit ihnen gebildete
Struktur die Eigenschaft verliert, sich selbst spiegelbildlich gleich zu sein.

Der enantiomorphe Charakter der Strukiur beruht also in diesem Fall
in keiner Weise auf der Anordnung; er griindet sich ausschliefilich
auf die Form bzw. Qualitit der Bausteine.

3. Endlich soll noch eine dritte, von den beiden vorstehenden wesent-
lich verschiedene Strukturart eririert werden. Die Krystallklasse, der diese
Gruppe entspricht, ist die hemimorphe Tetartoédrie des trigonalen Systems,
deren Symmetrie also in einer dreiziihligen Axe besteht.

Die zu ihr gehirigen Gruppen besitzen daher ebenfalls lauter parallele
dreizihlige Axen; bei den hier zu erirternden Strukturen sind es sowohl
Drehungsaxen, wie auch linke und rechte Schraubenaxen und zwar
Schraubenaxen derselben Schiebungskomponente.

Wir fassen zunichst wieder den Fundamentalbereich @ des zugehérigen
Raumgitters ins Auge. Er ist ein regulires Rhomboéder, dessen Haupt-

diagonale der Axenrichtung parallel ist, und die

Big. 45, wir direkt in eine Drehungsaxe hineinlegen wollen.

Ist OO diese Diagonale (Fig. 14), so bilden die
Endpunkte der von O ausgehenden Kanten 04,
04, OA4s und ebenso die Endpunkte der von
O’ ausgehenden Kanten O'A4,, 0’4y, O'4q je ein
gleichseitiges Dreieck A4; A3.4; und A4, 44 4g in der
Weise, da die Ebenen ¢ und ¢ dieser Dreiecke die
Diagonale OO’ in drei gleiche Teile teilen. Die
Linge von OO’ stellt die in der Gruppe notwendig vorhandene, den
Axen parallele Deckschiebung ¢ dar, wihrend die Schiebungskomponenten
der Schraubenaxen — in Ubereinstimmung mit Satz 3 von § 2 — die Lingen

v =z i 1
3 und 3 besitzen 1).

Um eine zu unserer Gruppe gehorige Struktur zu erhalten, kniipfen
wir an den Fundamentalbereich ¢ der Gruppe an. Er betréigt den dritten

1) d. h, also ~;— in umgekehrter Richtung.
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Teil von @; drei Ebenen, die sich in OO’ schneiden und iiberdies durch
die Punkte 4,, 43, 4y gehen, zerlegen @ in drei solche Bereiche ¢. Wird
jetzt in einem dieser Bereiche ein Punkt  beliebig angenommen, und sind
n und p die analogen Punkte der beiden anderen Bereiche, die also aus m
durch Drehung um a entstehen, so ist m, #, p die in @ vorhandene Punkt-
gruppe, und -wir haben nur noch diese Punktgruppe m, %, p allen Deck-
schiebungen der Gruppe zu unterwerfen, um zu der mit m als Ausgangs-
atom gebildeten Struktur zu gelangen. Es ist klar, daB OA4;, 04, 04,
sowie auch 04y, OAy OA4; solche Deckschiebungen sind.

Man wird vielleicht iiberrascht sein, daBl eine auf diese Weise gebildete
Struktur enantiomorphen Charakter besitzen soll; zumal wenn hinzugefiigt
wird, daB dieser Charakter bereits der Anord-
nung der Punkte eigen ist, also auch bei Fig. 45.
punktueller Atomqualitit vorhanden ist. Es ist A, A,
aber in der Tat so. Um dies nachzuweisen,
ziehen wir auch die in der Gruppe vorhandenen C-”
Schraubenaxen und ihre Verteilung durch den 4, d A,
Raum in Betracht. Seien b und ¢ diese Axen, und B -B
seien @ die Drehungsaxen. Von den Drehungs-
axen geht durch jede Ecke unseres Rhomboéders
® je cine; jede zu den Axen senkrechte Ebene ¢
schneidet also die Drehungsaxen in einem gleichseitigen Dreiecksnetz, wih-
rend die Axen b und ¢ abwechselnd die Mitten der Dreiecke dieses Netzes
durchdringen, wie es Fig. 15 erkennen lift1).

Wir wollen nun die Struktur so entstehen lassen, dafl wir den Ausgangs-
punki m in eine zu den Axen senkrechte und durch O gehende Ebene
legen (Fig. 16)2); ferner bezeichnen wir wieder
die aus ihm durch Drehung um a hervorgehenden
Punkte durch » und p. Die Deckschiebung von
der GrioBle 04, bringt dann eine analoge Gruppe
m', ', p' in die Umgebung des Punktes 4,, und
ebenso bringt die Deckschiebung von der Grifle
0 4, eine analoge Gruppe m”, #”, p” in die Um-
gebung des Punktes 4,. Man iiberzeugt sich dann
an der Hand unserer Figur leicht, daf die drei
Punkte m, p’, %" als Punkte eciner die Axe b
umgebenden Schraubenlinie aufgefait werden
konnen; denn sie haben von der Axe b den

o
ES
Y

4) Der in der Figur enthaltene Punkt 72 kommt hier
noch nicht in Betracht. A ist Schnitt mit der Axe 0O
2) Die Fig. 16 ist der Deutlichkeit halber mit anderen Lingenverhiltnissen ge-
zeichnet, wie Fig. 14,
29%
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gleichen Abstand und es bilden die zugehorigen Abstinde je einen Winkel
von 120° miteinander. Das analoge ergibt sich in bezug auf eine durch den
Punkt C gehende Axe c. Ferner erkennt man auch, daf die eine Schrauben-
linie, ndmlich die um b rechtsgewunden, die andere dagegen linksgewunden

ist, und dafl sie dieselbe Schiebungskomponente % besitzen.

Die schraubenartigen Anordnungen um die Axen b und ¢ unlerscheiden
sich aber auch noch in anderer Hinsicht. Sie haben nidmlich im allgemeinen
verschiedenen Radius; und zwar immer dann, wenn die Abstinde des
Punktes 2 von den Axen b und ¢ verschieden sind, wie es in Figur 15
der Fall ist, in der m B und-m C diese Abslinde darstellen. Unsere Struktur
ist also in der Weise auf zweifache Art schraubenférmig angeordnet,
dafl die Schraubenlinien entgegengesetzten Windungssinn und
aullerdem verschiedenen Radius besitzen.

Bilden wir nun eine zweite Struktur mit einem Afom g als Ausgangs-
atom, das zu « dieselbe Lage hat wie m, dagegen zu & und ¢ die Lage
wie m zu ¢ und b, so wird die Anordnung der mit @ gebildeten Struktur
enantiomorph zu der mit m gebildeten sein. Denn den Punkten e, die
auf einer um b laufenden Schraubenlinie liegen, entsprechen Punkie u, die
in gleicher Weise auf der um ¢ laufenden Schraubenlinie von gleichem
Radius und umgekehrtem Windungssinn liegen, und ebenso umgekehrt.
Damit ist aber die enantiomorphe Anordnung der beiden Strukturen dargetan.

Der hier zutage tretende enantiomorphe Charakter hat eine hesondere
Eigenschaft, die nur dieser Gatlung zukommt. Seine Stirke hingt offenbar
von der Verschiedenheit der Radien der rechten und linken Schrauben-
linien, d. h. von den Werten mB und m C ab1). Er kann also durch Wah
dieser Werte stirker und schwicher gemacht werden?).

Der Vollstindigkeit halber soll auch hier noch in aller Form gezeigt
werden, dafl der enanliomorphe Charakter bei allgemeiner Lage von m
in der Tat der Anordnung zukommt, also auch bei punktueller Qualitit
von m vorhanden ist. Wie bei der Erirterung des ersten Beispiels gezeigt
wurde, haben wir dazu zu priifen, ob es vielleicht Spiegelungen oder In-
versionen gibt, die sowohl das Atom m, wie auch die Axenscharen in sich
itberfiihren. Bei allgemeiner Lage von m konnen an sich nur Spiegelungen
an Ebenen senkrecht zu den' Axen in Frage kommen. Aber dies ist wiederum
tatsichlich ausgeschlossen. Eine solche Spiegelung miifte nidmlich nicht
nur die Axe b, sondern auch die um & sich windende Schraubenanordnung
in sich tberfiihren; tatsichlich fiihrt sie aber eine jede Schraubenanord-
nung in eine gleiche von umgekehrtem Windungssinn iiber (§ 4, 6), und

1) Fir mB = C verliert die Anordnung den enantiomorphen Charakter.
2) Auch im Beispiel 1. wird die Stirke der Enantiomorphie von den Radien der
Schraubenlinien abhingen, aber in anderer Weise, denn diese sind dort alle einander gleich.
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dies widerspricht wiederum .dem, daf die Schraubenanordnung um b in
sich selbst iibergehen soll.

Das allgemeine Resullat, zu dem wir so gelangt sind, 148t sich folgender-
maflen aussprechen: Wir haben drei Gattungen von enantiomorphen
Gruppen kennen gelernt — und iiberzeugen uns auch sofort, da es andere
nicht geben kann — némlich die folgenden:

1. solche, bei denen die n-zihligen Axen siimtlich Drehungsaxen sind;

2. solche, bei denen diese Axen nur linke oder nur rechte
Schraubenaxen mit derselben Gleitungskomponente sind; und

3. solche, bei denen unter diesen Axen sowohl linke, als auch
rechte Schraubenaxen auftreten?).

Bei den Gruppen erster Art (Beispiel 2) lassen sich enantiomorphe
Struktnren mit punktuellen Atomen nicht herstellen; die konstituierenden
Atome 7 oder die Atomkomplexe I' miissen vielmehr selber enantiomorphen
Charakter haben, um enantiomorphe Strukturen zu liefern. Einzig und
allein dic Qualitit des Atomkomplexes ist es, was die Enantiomorphie
bewirken kann, nicht die Anordnung.

Bei den Gruppen zweiter und dritter Art dagegen (Beispiel 1 und 3)
ergeben sich, wie beschaffen auch das kobstituierende Atom oder der Atom-
komplex sein mag, — von speziellen Lagen des Atoms oder Atomkomplexes
abgesehen — stels enantiomorphe Strukturen. Der enantiomorphe Charakier
beruht hier durchaus auf der Anordnung der Bausteine und ist von der
Atomgqualitit durchaus unabhingig.

Im kubischen System sind tbrigens simtliche Gruppen, die nur Axen-
symmetirie enthalten, von der dritten Gattung. Jede ‘Schar ibrer drei-
zihligen Axen bildet ndmlich fiir sich stets die im dritten Beispiel behandelte
Gruppe. In den anderen Krystallsystemen gibt es sowohl Gruppen der
ersten, der zweiten, wie auch der dritten Gattung.

§ 8. Ubersymmetrien.

Wie in § 6 erwihnt wurde, kann eine Struktur bei besonderer Lage
oder Qualitit des Ausgangsatoms oder Alomkomplexes eine Ubersymmetrie
erwerben. Das Auftreten einer nicht gewollten Ubersymmetrie ist offenbar
von besonderer Wichtigkeit und soll deshalb eingehender erortert werden.

GemiB § 6 trilt® die Ubersymmetrie immer dann ein, wenn die mit
der Gruppe (' gebildete Struktur aufler den Deckoperationen, die die
Fundamentalbereiche ¢ ineinander iberfithren, auch noch eine solche Deck-
operation (Spiegelung, Inversion usw.) zuliflt, die das Alom m bzw. den

1) Fiir n =2 lassen sich linke und rechte Schraubenaxen nicht unterscheiden;
in diesern Fall haben in bezug auf die obigen Betrachtungen alle Axen den Charakter
der Drehungsaxen.
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Bereich ¢, in dem es enthalten ist, in sich .Gberfihrt. Es ist klar, daB
dann auch das Atom m oder der Atomkomplex I" die dieser Deckoperation
entsprechende Symmetrie besitzt; aus diesem Grunde fihren wir unsere
Untersuchung zweckmiBig so durch, daB wir zunichst die Atomqualitiit
von m punktuell annehmen.

Es mag geniigen, die Frage, bei welchen Lagen von m solche Uber-
symmetrien auftreten konnen, fir ein einfacheres Beispiel zu behandeln;
wir wiithlen dazu das dritte Beispiel von § 4.

Die in ihm erorterte Gruppe (Fig. 9a) entspricht der Tetartoédrie des
kubischen Systems. Soll nun eine mit ihr gebildete Struktur bei besonderer
Lage von m eine Ubersymmetrie erwerben, so kann dies, wie unmittelbar
einleuchtet, nur so geschehen, daB der Symmetriecharakter der Struktur
in den einer hoheren Klasse des kubischen Systems iibergeht. Andererseits
muB die Deckoperation, in der die Ubersymmetrie zum Ausdruck kommt,
das Atom s in sich iberfiihren; sie kann also weder eine Schraubung,
noch eine Gleitspiegelung sein. Die Ubersymmetrie kann mithin nur in
einem Symmetriezentrum, einer zu den Seitenflichen oder Diagonalebenen
des Oktanten W von Fig. 9a parallelen Symmetrieebene, oder endlich in
einer zu den dreizihligen Axen senkrechten Nebenaxe bestehen. Anderer-
seits muBl die fragliche Deckoperation gemifl § 7 notwendig auch noch das
Axensystem unserer Gruppe in sich iiberfilhren; und damit ist der Weg,
den unsere Untersuchung einzuschlagen hat, klargelegt. Offenbar haben
wir zu priifen, ob unsere Struktur bei besonderer Lage von m eine der
ebengenannten Symmetrieeigenschaften so zulalit, dafl durch sie sowohl das
Atom m, wie auch das Axensystem der Gruppe in sich iibergeht. Dies
soll im folgenden geschehen.

1. Ein Symmetriezentrum J ist moglich; es kann sowoh! in eine Ecle,
wie in die Mitte des Wiirfels W fallen. In der Tat liegen alle Axen zu
jedem dieser beiden Punkte zentrisch symmetrisch. Das Atom m muBl mit
dem Symmetriezentrum J zusammenfallen, um durch Inversion gegen J in
sich tiberzugehen; es muB also ebenfalls zentrisch symmetrisch sein. Die
mit einem solchen Atom m gebildete Struktur entspricht dann bereits der
penlagonalen Hemiédrie des kubischen Systems. Will man also das Atom m
in eine der beiden genannten Stellen legen, und soll die Struktur trotzdem
den Symmetriecharaktier der Tetartoédrie bewahren, so mul m ohne
Symmetriezentrum angenommen werden, insbesondere also nicht punktuell.
Dies ist die praktische Folgerung, die aus dieser Untersuchung
zu ziehen ist.

2. Eine zu einer Seitenfliche von W parallele Symmetrieebene ist nicht
vorhanden, wie die Verteilung der dreizihligen Axen von Fig. 10 unmittel-
bar erkennen lift. Ubersymmetrien, die in einer solchen Ebene zum Aus-
druck kommen, treten also fiir keine Lage von m auf.



Uber Krystallstruktur (Il). 343

3. Ebensowenig besitzt das Axensystem eine Diagonalebene von W als
Symmetrieebene; die zweizahligen Axen von Fig. 9a liegen zu einer solchen
Ebene nicht spiegelbildlich gleich.

4. Eine zweizihlige Nebenaxe, die unsere Struktur in sich iberfihbrt,
kann sich einstellen. Die beiden in Fig. 17 enthaltenen, auf der dreizihligen
Diagonale senkrechten Geraden «' und «” sind mogliche Lagen einer solchen
Nebenaxe. In der Tat geht durch Umwendung um

w die dreizahlige Diagonale, wie auch die Axe ¢ in Fig. 117
sich iiber, wihrend « und b' sich gegenseitig ver- P
tauschen. TFillt also das Atom m in die Axe ' oder «”", c A
und ist diese Axe zugleich eine zweizidhlige Symmetrie- ba

axe des Atoms, so entspricht die Struktur nicht mehr ul_ o c
der Tetartoédrie, sondern bereits der enantiomorphen A

Hemiédrie. Wir ziehen daraus wieder die praktische
Folgerung, daB, wenn die Struktur bei einer derartigen
Lage von m den Symmetriecharakter der Tetartoédrie bewahren soll,
das Atom sm nicht die Gerade «' als zweizihlige Axe besitzen
darf.

Damit ist die Erorterung dieses Beispiels erledigt. Um das allgemeine
Resultat, zu dem sie fiihrt, auszusprechen, bemerken wir zuvor, dal alles,
was hier fiir m abgeleitet wurde, naturgemil in gleicher Weise fiir den
in « enthalienen Atomkomplex I' zutrifft. Wir kinnen also sagen:

1. Gibt es eine Lage des Ausgangsaloms s, die an sich eine Uber-
symmetrie bewirken kann, so tritt sie doch nur dann ein, wenn dem
Atom o oder aber dem in ¢ vorhandenen Atomkomplex I’ eine gewisse
notwendige Symmetrieeigenschaft zukommt.

2, Soll also die mit diesem Atom oder Atomkomplex gebildete Struktur
die beziigliche Ubersymmetrie nicht besitzen, so muB sie auch dem Atom
oder Atomkomplex fehlen, mit dem die Struktur gebildet wurde.

3. Bei allen anderen Lagen darf das Atom m bzw. der Atomkomplex I
als punktuell hetrachtet werden.

4. Welche Lagen und welche Symmetrieelemente in jedem einzelnen
Fall in Frage kommen, ist stets Gegenstand besonderer Untersuchung.

§ 9. Beispiele.

4. Der Pyrit. Fiir den Pyrit hat W. L. Bragg eine Strukiur ange-
geben, die ein erstes Beispiel dazu bildete, dal die dreizihligen Drehungs-
axen windschief zueinander liegen konnen!). Sie gehort derjenigen Hemiédrie
des kubischen Systems an, die auBer zweizihligen und dreizihligen Axen

1) Proceedings of the Royal soc. of London 1914, 89, 476.
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noch ein Symmetriezentrum und daher auch drei zu den zweizihligen Axen
senkrechte Symmeltricebenen enthiilt.

Die Axen der zugehorigen Gruppe konnen daher gleichfalls nur zwei-
zéhlig und dreizihlig sein. Ihre Verteilung durch den Raum ist genau die,
die wir im Beispiel 3 von § 4 behandelt und in den Fig. 9a und 10 dar-
gestellt haben. Die zweiziihligen Axen sind also similich Schraubenaxen,
die anf den Seilenllichen der Wiirfeloktanten W verlaufen (Fig. 9a). Die
dreizithligen Axen sind teils Drehungsaxen, teils Schraubenaxen; die Lage
der Drehungsaxen haben wir bereits in Fig. 10 dargestellt. Keine zwei
dreizihligen Axen schneiden also einander. Die dreiziihligen Axen einer
jeden Richtung hilden je eine Gruppe, wie wir sie in § 7,3 behandelt haben.

Wir fragen noch nach der Lage der Symmetriezentren und Symmetrie-
ebenen. Jede Mitle eines der acht Oktanten 7V ist offenbar ein Symmetrie-
zentrum'). Reine Symmetrieebenen kommen dagegen der Struktur nicht
zu, wohl aber verallgemeinerte Symmetrieebenen, also Ebenen gleitender
Symmetrie; gemiB dem in § 2, 5 enthaltenen Satz folgt aus der Existenz
der Symmetriezentren, daf} solche Ebenen senkrecht zu jeder der zweizihligen
Axen notwendig vorhanden sind.

Wir wollen nun noch die Struktur auf Grund der Resultate der all-
gemeinen mathematischen Theorie ableilen. Gruppen unserer Krystallklasse,
die die in Fig. 10 gezeichnete Verteilung der dreizihligen Axen besitzen,
gibt es nur zwei; die eine von ihnen ist mit einem gewdhnlichen kubischen
Gitter aufgebaut, die andere mit einem zentrierten2). Aber nur die erste (TF)
ist, wie wir sehen werden, tauglich. Wir gelangen zu ihr auf demselben
Weg, auf dem im ersten Teil die Struktur des Diamants abgeleitet wurde.
Wic Bragg ermiltelte, mul} jeder Raumgitterwiirfel & Fe-Atome und 8 S-
Atome enthalten; anders ausgedriickt, vier gleichwertige Atomkomplexe I
so dafl jeder Atomlkomplex aus 1 Fe-Atom und 2 S-Atomen besteht. Ist
nun das Raumgitter der Gruppe zunichst kubisch, so enthillt der Raum-
gitterwiirfel @ bei einer Struktur der kubischen Hemiédrie vierundzwanzig
gleichwertige Punkte oder Atomkomplexe allgemeiner Lage. Sollen sich
diese auf vier reduzieren, so miissen je sechs zusammenfallen; und das tun
sic dann und nur dann, wenn der Schwerpunkt des Atomkomplexes in
einen solchen Punkt einer dreizéhligen Axe fiillt, der zugleich Sitz eines
Symmetriezentrums ist. Bei der Gruppe mit zentriertem Gitter miilite da-
gegen der Atomkomplex zwolffach zihlen konnen; Stellen, in denen er
zwolffach zahlt, sind aber fiir diese Gruppe (¥;) nicht vorhanden. Damit

1) Man kann auch alle Ecken der Oktanten als die Symmetriczentren wiblen,
Beide Punktarten (Mitte und Ecken) haben gleiche Lage zu den Axen und sind daher
an sich nicht zu unterscheiden. Bragg betrachtet die Ecken seiner Figuren als die

Symmetriezenlren.
2) Es sind die Gruppen iﬁ und &, der Krystallstruktar, S. §39.
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ist die Struktur eindeutig bestimmt. Die gesamte Strukiur ergibt sich
nunmehr so, daB wir einen Atomkomplex I" in irgend einen der Oktanten W
einsetzen und aus ihm als Ausgangsbaustein die iibrigen mittels der Deck-
operationen unserer Gruppe ableiten. Dabei fillt jedoch nur in vier der
acht Oktanten TV ein solcher Atomkomplex. Wird niimlich der Ausgangs-
komplex in die Mitte M von Fig. 9a gelegt, und unterwerfen wir ihn nun-
mehr den Schraubungen um die auf den Flichen von TV enthaltenen zwei-
zihligen Axen, so gelangt ein neuer Alomkomplex pur in diejenigen Oktanten
des in Fig. 9 dargestellten Wiirfels @, die mit dem Oktanten von Fig. 9a
je eine Kante gemein haben. Es ist leicht ersichtlich, daB die Schwerpunkle
aller so in den Wiirfeln @ enthaltenen Atomkomplexe auch als ein flichen-
zentriertes Gitter aufgefat werden konnen, wie es bei Bragg der
Fall ist.

Die notwendige Symmetrie des Alomkomplexes I’ bestehi demgemifB
in einer dreizihligen Axe und einem Symmelriezenirum; es fillt also das
Fe-Atom in den Punkt Af von Fig. 9a und die beiden S-Alome in gleichem
Abstand von M in Punkte der dreizidhligen Axe. Dies ist genau die von
Bragg angegebene Anordnung der Atome. Die S-Atome besitzen also eine
dreizihlige Axe und das Fe-Atom auflerdem ein Symmetriezentrum; und
dieses Zentrum ist zugleich Symmetriezentrum der gesamten Struktur, so
daB die beiden S-Atome spiegelbildlich gleich sein miissen.

Man wiirde nun noch zu untersuchen baben, ob etwa die Struklur bei
punktueller Qualitit der Atome eine ﬁbersymmetrie erwerben kann. Diese
Frage ist zu verneinen. Es eriibrigt sich aber, niiher auf sie einzugehen,
weil der von Bragg aufgestellten Struktur an und fiir sich schon eine
Ubersymmetrie zukommen diirfte. Nach Mitteilungen von Groth verhalt
sich nimlich der Pyrit teils thermoelektrisch posiliv, teils negativ und ist
deshalb richtiger der kubischen Tetartoédrie zuzurechnen, und es darf
deshalb die ihm entsprechende Struktur keine Symmetriezentren besitzen,
Die Struktur ist vielmehr mit einer Gruppe der kubischen Tetartoédrie auf-
zubauen. Man kann fiir diese Gruppen die namliche Betrachlung anstellen
wie oben und gelangt zu dem Resultat, daB es wiederum nur eine Gruppe
ist, die sich fiir die Herstellung seiner Struktur eignet1). Sie besitzt dieselbe
Axenverteilung wie die vorstehende; auch entsteht die Struktur, wie die vor-
stehende, wiederum so, daB wir die drei Atome Fe und die 6 Atome S in
Punkte der dreizihligen Axe von Fig. 9a legen; dies kinnten aber
jetzt an sich irgendwelche Punkte dieser Axe sein. Wird aber
jetzt der Atomkomplex I" so eingesetzt wie frither, niimlich das Fe-Atom
in den Punkt 2 und die S-Atome in gleichem Abstand von M, so liefert

4) Es ist die Gruppe T4 der Krystallsiruklur, S. 536; Sohnckes regulidres ab-
wechselndes Zweipunktschraubensystem, a, a. 0. S. 1358.
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diese Gruppierung dem obigen gemil nur dann eine Strukiur der Tetar-
toédrie, wenn dieser Atomkomplex ein Symmetriezentrum nicht besitzt.
Z. B. wiirde die Struktur selbst bei punktuelier Annahme der Atome auch
dann immer ohne Symmetriezentren sein, wenn man das Fe-Atom in den
Punkt M setzt, aber die beiden S-Atome nicht mehr in gleichem Abstand
vom Fe-Atom1!). Die Moglichlkeit, das Auftreten der Symmetriezentren durch
geeignele Lage der Atome auf der dreizihligen Axe zu vermeiden, ist, wie
man sieht, an sich eine sehr mannigfache.

2. Quarz und Zinnober. Die Struktur des Quarzes (Si0,) ist bereits
von Herrn W. Bragg kurz erértert worden?); er hat fiir sie ein hexagonales
Raumgitter zugrunde gelegt, was ja auch den allgemeinen krystallographi-
schen Tatsachen entspricht.

Beide Krystalle gehoren der enantiomorphen Hemiédrie des trigonalen
Systems an; sie haben dreiziihlige Hauptaxen und zweizihlige Nebenaxen.
Wegen ihrer Enantiomorphie liegt es nahe, ihre dreiziihligen Axen als
Schraubenaxen anzunehmen. Solcher Gruppen gibt es noch zwei wesenilich
verschiedene Typen. Dem einen Typus liegt ein hexagonales Raumgitter
zugrunde, dem anderen ein rhomboédrisches. Ich erwihnte soeben, dafBl
eine Gruppe des ersten Typus dem Quarz entsprechen diirfle; ebenso wird
man es an der Hand der krystallographischen Tatsachen als wahrscheinlich
erachten miissen, daBl fiir den Zinnober (HyS) eine Gruppe des zweiten
Typus, nimlich eine Gruppe mit rhomboédrischem Gilter in Frage kommt.

Wir erirtern zundchst die Struktur des Quarzes. Es gibt noch zwei
verschiedene Gruppen, die fiir ihn verwendet werden kinnen. Bei beiden
sind die Hauptaxen sémllich Schraubenaxen vom gleichen Windungssinn
und der Schiebungskomponente }z, und es kann wieder Fig. 8 das gleich-
seitige Dreiecksnelz darstellen, in dem diese Axen von einer zu jhnen senk-
rechten Ebene ¢ geschnilten werden. Terner sind bei beiden Gruppen die
zweizdhligen Nebenaxen so durch den Raum verteilt, wie wir es bei dem
Beispiel 2 von § & erdrtert haben; die sie enthaltenden Ebenen folgen im
Abstand 17 aufeinander, und jede solche Ebene enthilt nur Axen einer
und derselben Richtung, wie es Fig. 8a erkennen lifit.

Der Unterschied der beiden Gruppen ist der folgende: Bei der einen
fallen die drei Richtungen der Nebenaxen x in die Seiten der Netzdreiecke

1) Tatsiichlich mufi sie naliirlich den Braggschen Beobachtungen angepait
werden. Immerhin schien mir der obige allgemeine Hinweis zweckmiaBig zu sein.

Man kann die Struktur auch mittels des Bereiches ¢ kounstruieren. Fiir die
Hemiédrie ist @ gleich dem 24. Teil des Wiirfels &, also gleich einem Drittel eines
Oktanten W; zwei Ebenen, die durch die Diagonale von W gehen, und einen Winket
von 120° einschliefen, schneiden ihn aus. Fiir die Tetartoédrie besteht @ aus zwei
solchen Teilen, und zwar solchen, die zwei aneinandergrenzenden Oktanten W ange-
horen, deren dreiziihlige Axen also windschief zueinander liegen.

2) Proc. of the Roy. Soc. of London 1914, 89, 578.
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von Fig. 8, bei der anderen in die Hohen der Dreiecke. Die erste Gruppe
stimmt also mit derjenigen iiberein, deren Axenverteilung wir oben in § 4
kurz beschrieben haben. Um uns ein Bild der zugehirigen Strukturen zu
verschaffen, ist es das einfachste, an die Fig. 16 anzuknipfen und in ihr
nur die drei Punkte m, p’, »” ins Auge zu fassen, die die dreizédhlige
Schraubenaxe & umwinden; sie bilden die Ausgangselemente der zu kon-
struierenden Struktur. Wir haben dann nur noch das Atom s in der
Ebene ¢ durch irgendeine Gruppe zweier gleichwertigen Atome 7y und m,
zu ersetzen, die symmetrisch zu einer durch O gehenden Nebenaxe u liegen
und gleichen Abstand von der Axe b haben, also durch Umwendung um %
ineinander ibergehen. Bei allgemeiner Lage wird also das eine von
ihnen {iber, das andere unter der Ebene ¢ liegen, die die Nebenaxe u
enthilt, und zwar so, daB ihre beiden Projektionen auf ¢ nicht identisch
sind. Das gleiche gilt fir die in den Ebenen ¢’ und ¢” enthaltenen Atome
p und %" der Fig. 16 usw. Auf einen der Axe b entsprechenden vollen
Schraubengang entfallen daher jetzt sechs fiir die Gruppe gleichwertige
Atompunkte oder Atomkomplexe; sie bilden zusammen die gesamten in dem
Fundamentalbereich @ des zugehirigen Raumgillers vorhandenen Atom-
punkte. Alles dies gilt gemeinsam sowohl fiir die Gruppe, bei der die Axe
in eine Dreiecksseite fillt, wie auch fiir die, bei der u in eine Dreiecks-
hohe fillt1).

Wir priifen nun wieder die Frage nach der eventuellen Ubersymmetrie.
GemiB der allgemeinen in § 7 enthaltenen Erorterung wird die Struktur
ihren enantiomorphen Charakter bei allgemeiner Lage des Ausgangs-
punkies immer bewahren, unabhingig von der Atomqualitit; sie ruht ja
nur auf der Anordnung.. Die Qualildit der Atome oder Atlomkomplexe
kionnte sogar punktuell sein. Praktisch bedeutet dies wiederum, dal der
im Fundamentalbereich ¢ enthaltene Atomkomplex bei allgemeiner Lage
keinerlei Qualititsbeschrinkungen unterworfen ist.

Zweitens haben wir zu priifen, bei welcher besonderen Lage des
Ausgangsatoms m oder des Ausgangskomplexes I' etwa Ubersymmetrien
eintreten konnten; insbesondere fiir welche Lagen etwa der enantiomorphe
Charakter verloren gehen konnte?). Wir wollen dies sofort so erdrtern, daff
unsere Resultate auch fiir die Struktur des Zinnobers ihre allgemeine Geltung

4) Es sind die Gruppen D3 (bzw. Dj) und D (bzw. DE) der Krystallstruktur,
S. 471; Sohnckes zusammengesetztes und abwechselndes Dreipunktschraubensystem,
a. a 0. 8S.428 u. 133,

2) Die obigen Erorterungen kénnen naturgemiB nur theoretisches Interesse be-
anspruchen, da mangels der nitigen Beobachiungen iiber die Lage der Atompunkte
wenig ausgesagt werden kann. Sie sollen auch nur dem Zweck dienen, an einem
Beispiel ausfiihrlich zu zeigen, was fiir die Lage und Qualitit der Atome in jedem
einzelnen Fall von Wichtigkeit und zu beachten ist.
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behallen. Die Ubersymmetrie konnte wieder nur die einer hiheren Klasse
des trigonalen oder hexagonalen Systems sein; also ein Symmetriezentrum,
eine zu den Hauptaxen senkrechte oder ihnen parallele Symmetrieebene,
oder endlich eine neue, von den bereits vorhandenen verschiedene Neben-
axe. [Ferner muf die zugehirige Deckoperation, wie stets, das Atom m,
den Bereich ¢, sowie die Axenscharen in sich iiberfiihren.

Zuniéchst erkennt man leicht, daB Ubersymmetrien, die in der Existenz
einer Symmetrieebene oder eines Symmetriezentrums bestehen, niemals
auftreten konnen, wenigstens so lange wir es mit eigentlichen Schrauben-
anordnungen zu {un habent). Alle Hauptaxen sind ja Schraubenaxen von
gleichem Windungssinn; andererseils fiihrt jede Spiegelung und jede In-
version eine Schraubenlinie in eine Schraubenlinie von entgegengesetztem
Windungssinn tber, und damit ist die ebengenannte Behauptung erwiesen.

Dagegen kann eine neue Nebenaxe als Ubersymmetrie tatsiichlich auf-
treten. Dies erkennt man am einfachsten, indem man den Fundamental-
bereich ¢ der Struktur ins Auge faBt. Die rhombische
Siule, deren Grundfliche der Rhombus 4 BCD von
Fig. 8a ist, bildet den Fundamentalbereich @ des zu-
gehorigen Raumgitters. Von ihr stellt ¢ den sechslen
Teil dar; wir konnen daher ¢ als eine Siule von
der Hohe 1z annehmen, deren Grundfliche gleich
der halben Grundfliche von @ ist. Insbesondere
konnen wir (Fig. 18)2) als diese Grundfliche das
gleichseitige Dreieck O 4; 4, so wiihlen, dafl die Seite
OA4; mit einer Nebenaxe « zusammenfillt, und da
auch die Kante O'B, eine Nebenaxe u’ ist3). Der
so bestimmte Bereich ¢ geht durch Umwendung um die in seiner Mittel-
ebene enthaltene Gerade v in sich iiber. Die Existenz einer solchen Neben-
axe v bedingt dann weiter die Existenz von sechs Scharen zweizdhliger
Axen verschiedener Richtung; damit werden zugleich die Hauptaxen sechs-
zihlig und zwar sechszihlige Schraubenaxen, und die Struktur pimmt die
Symmetrie der enantiomorphen Hemiédrie an. Man erkennt auch direkt,
dafl die Nebenaxen, die die Hauptaxe OO’ treffen, lings ihr sechsziihlig

schraubenarlig aufeinander folgen.

4) Dies ist nur hinfillig, wenn das Atom 7 in eine Axe a hineinfillt. Dann arten
sowohl die Schrauben um @, wie auch die um & und ¢ aus; zugleich kann nur an
einem solchen Iall ein Ausarten eintreten. Davon wird naturgem#B abgesehen. Die
Enantiomorphie konnte dann nur durch enantiomorphe Qualitit von 7 bewirkt wer-
den; vgl. § 7.

2) Die Figur ist in vergrofiertem Maflstab gezeichnel.

3) Man erhilt diesen Bereich @, wenn man in Figur Sa die Punkte A” und 4"
als die Punkte O und (’ von Figur 18 wibhlt.
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Die praktische Folgerung, die hier zu ziehen ist, ist also wieder die,
daB, wenn die Struktur ihren Symmetriecharakler hewahren soll, der in ¢
enthaltene Atomkomplex I" die Axe v nicht als zweizihlige Nebenaxe be-
sitzen darf.

Wir erirtern auf Grund dieses Resultats endlich noch die Atomlagen,
und zwar ist jede Atomgattung einzeln zu betrachten. Wie Bragg ermiltelt
hat, fallen in den Fundamentalbereich @ des hexagonalen Raumgitters drei
Si- und sechs O-Atome. Bei allgemeiner Lage miissen es von jeder Galtung
gleichwertiger Punkte sechs sein; es miissen daher die Si-Atome so liegen,
daB jeder doppelt zu zihlen ist. Es muB daher jedes Si-Atom in eine
zweiziihlige Axe « fallen; an sich kann dies noch ein beliebiger Punkt dieser
Axe sein. Die notwendige Symmetrie des Si-Atoms besteht daher in einer
zweizdhligen Symmetrieaxe. Fiir die Lage des O-Atoms tritt dagegen eine
Bedingung nicht auf; jeder der sechs Bereiche ¢, in die @ zerfillt, ent-
hilt — in allgemeiner Lage — je ein O-Atom. Nur die Lage auf der
Axe v kann eine Ausnahme bedingen; falls das O-Atom in die Axe v fillt,
und die Axe » als zweizdhlige Symmetrieaxe besitzt, wiirde nimlich die
Gesamtheit der O-Atome bereits hemiédrischen Charakter haben. Der
gesamten Struktur wiirde er aber doch nur dann zukommen, wenn der
ganze in ¢ enthaltene Atomkomplex die Axe v als zweiziihlige Axe be-
sitzt; und dies ist, wie man leicht sieht, nur dann der Fall, wenn das
Si-Atom in den Punkt O, und damit ein weiteres Si-Atom auch in den
Punkt O filit.

Gruppen, die fiir den Zinnober in Frage kommen, also solche mit
rhomboédrischem Gitter, gibt es i{iberhaupt nur eine einzige. Ihre drei-
zihligen Axen befolgen dasselbe Geselz wie die Axen des in § 7 behandelien
drilten Beispiels. Es gibt also Drehungsaxen (a),
linke Schraubenaxen (¢) und rechte Schrauben-
axen (b). Beide haben die gleichen Schiebungs-
komponenten {7, aber — im allgemeinen wenig-
stens — verschiedenen Radius; der enantiomorphe
Charakter der Struktur kann also durch den
Unterschied der Radien stirker und schwiicher
gemacht werden (vgl. § 7). Die Lage der Axen g1/ V]
bzw. ibren Schnitt mit einer zu ihnen senk- / !
rechten Ebene ¢ zeigt Fig. 45, und in vergroflertem Maflstab die Fig. 19.

Die zweiziihligen Nebenaxen haben in diesem Fall eine wohlbestimmte
Lage zu dem Netz der Ebene ¢. Da nimlich b und ¢ Axen von verschiedenem
Windungssinn sind, so mufl die Umwendung um » jede dieser Axenscharen
in sich iberfiihren; und dies ist nur moglich, wenn die Axen % in die
Hohen der gleichseitigen Dreiecke, d. h. also in die Seiten 4y Ag, 44,
Ay s fallen. Es gehen insbesondere durch jeden Gitterpunkt der Ebene ¢
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(da die Axen a Drehungsaxen sind), je drei solcher Nebenaxen, durch die
Punkte B und C dagegen nur je eine!). Das gleiche gilt fir die anderen
Ebenen, die Nebenaxen enthalten, und zwar folgen diese Ebenen wieder
im Abstand v aufeinander?). Endlich ist damit auch klar, dafl die Neben-
axen, die eine Gerade b oder ¢ treffen, lings dieser Geraden schraubenartig
angeordnet sind.

Die Ubersicht iiber die Anordnung der Strukturpunkte erhalten wir
auch hier am einfachsten, indem wir an die Fig. 16 ankniipfen, die aber
jetzt in ihrer Gesamtheit in Frage kommt, und ebenso wie oben beim Quarz
das Ausgangsatom m in gleicher Weise durch eine Gruppe zweier Atome
my, My ersetzen, von denen das eine iiber, dal andere unter der Ebene ¢
liegt und sonst den nimlichen Bedingungen folgt. Auf jeden den Axen b
und ¢ entsprechenden vollen Schraubengang entfallen auch jetzt je sechs
gleichwertige Atompunkte. Die Durchmesser dieser Schraubenlinien sind
bei allgemeiner Lage von 7 auch hier voneinander verschieden; und diese
Verschiedenheit wird auch hier bewirken, daB sich der enantiomorphe
Charakter der Struktur in derselben Weise slirker und schwiicher gestalten
148t, wie es in § 7 erdrtert wurde.

Bei allgemeiner Lage des. Ausgangsatoms m ist es auch hier die An-
ordnung, der der enantiomorphe Charakter zukommt; sie bleibt also
insbesondere auch bei punktueller Atomqualitit bestehen. Praktisch be-
deutet dies auch hier, daB der im Fundamentalbereich ¢ enthaltene Atom-
komplex I" bei allgemeiner Lage keinerlei Qualititsheschrinkungen unter-
worfen ist. Der enantiomorphe Charakter der Anordnung kann offenbar
nur in dem Fall verloren gehen, wenn die Radien der zu den Axen b und ¢
gehorenden Schraubenlinien einander gleich werden, und dies wird immer
dann eintreten, wenn die Projektionen der heiden oben genannten Punkte
my; und mi in der Ebene & in eine Seite des Dreiecksnetzes der Ebene ¢,
bzw. in eine Hohe des Dreiecks A4, 434, von Fig. 19 fallen. Die Enantio-
morphie konnte in einem solchen Fall, in Ubereinstimmung mit den Erorte-
rungen von § 7, nur durch enantiomorphen Charakter der Atome oder
Atomkomplexe selbst gesichert werden.

Wir fragen ferner wieder, bei welchen besonderen Lagen von m
Ubersymmetrien auftreten kénnen; und zwar kann es sich auch hier nur
um diejenigen handeln, die wir oben bei der Quarzstruktur erdrterten.

1. Eine zu den Axen senkrechte Symmetrieebene ¢ kann sich auch
hier nicht einstellen. Sie miiBte ja jede Axe & und jede Axe ¢ in sich

1) Man beachte, daB wegen des rhomboédrischen Raumgitters in der Ebene der
Fig. 19 nur die Punkte Ay, A3, A5 Gitlerpunkte sind, der Punkt A jedoch nicht.

2) Die obige Gruppe ist die Gruppe D] der Krystallstruktur, S. 472; bei Sohncke
Zusammengesetztes Rhombo&dersystem, S. 129,
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tiberfiihren, withrend sie tatsiichlich eine jede Schraubenanordnung in eine
solche vom entgegengesectzten Windungssinn i{ibergehen 1i0t. Eine Ausnahme
ist auch hier nur so moglich, daff die Schraubenlinien ausarten, wovon
aber naturgemilB wieder abgesehen wird').

2. Eine durch o hindurchgehende Symmetrieebene des Axensystems ist
an sich zulissig. Wir sehen zunichst wieder, dall eine Symmetrieebene v,
die b oder ¢ in sich iiberfithrt, ausgeschlossen ist; sie ist also hichstens so
moglich, dal sie die Axen {(b) und (¢) miteinander vertauscht. Symmetrie-
ebenen dieser Art miissen daher in die Seiten der Dreiecke des Netzes
von Fig. 15 oder aber in die Hohen des Dreiecks 4; 4345 von Fig. 19
fallen. Jede solche Ebene ist aber auch wirklich eine Symmetrieebene
nicht nur fiir das Axensystem, sondern auch fiir die gesamte Struktur, falls
das Atom s irgendwo in ibr angenommen wird. Insbesondere erhalten
jetzt die um b und ¢ sich windenden Schraubenlinien auch gleichen
Radius und konnen deshalb in der Tat durch Spiegelung ineinander
iibergehen.

3. Auch ein Symmetriezenlrum J kann sich als mogliche Ubersym-
metric einstellen. Es mufl die Axen ¢ in sich tberfiihren und die Axen
b und ¢ gegenseilig vertauschen; endlich mufi es auch die Nebenaxen u
einer jeden Richtung in sich iberfihren. Dem kann verschiedentlich ge-
niigt werden, und zwar iiberblicken wir die moiglichen Lagen am besten,
wenn wir an die Fig. 14 ankniipfen. Mogliche Lagen eines Symmetrie-
zentrums sind erstens der Punkt O, zweitens die Mitte von OO und
drittens die Mitle einer jeden Kanle Od4,, 04y, O4s. Dal bei der ersten
und zweiten Lage sowohl die Axe a in sich wie auch die Axen b und ¢
ineinander iibergehen, ist an der Hand der I'ig. 16 unmittelbar ersichllich;
das gleiche erkennt man aber auch leicht fir die Nebenaxen. Bei der
dritten Lage vertauschen sich die Axen a paarweise, wihrend die Axen &
und ¢ wieder ineinander iibergehen; ebenso vertauschen sich auch die
Nebenaxen derselben Richtung paarweise. Im ersten Fall fillt das
Symmetriezentrum J in eine Ebene &, imn zweiten und dritien zwischen
zwei benachbarte, und zwar zwischen & und &”, bzw. zwischen
¢ und ¢

4. Eine Ubersymmetrie, die in dem Auftreten einer neuen Nebenaxe
besteht, ist unmoglich. Die bereits vorhandenen Nebenaxen fallen, wie wir
oben sahen, in die Hohen der Dreiecke des gleichseitigen Netzes von Fig. 15.
Die neuen Nebenaxen «' miilten daher in die Seiten der Dreiecke fallen.
Durch Umwendung um eine solche Axe wird aber & mit ¢ vertauscht und
da wir es hier mit einer Umwendung zu tun haben, so miifiten die
Anordnungen um b und ¢ kongruent sein. Dies ist aber, da sie ver-

1) Vgl. die Anmerkung 1 aul S. 348.
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schiedenen Windungssinn haben, nicht der Fall, womit die Behauptung
erwiesen ist.

Die praktische Folgerung, die hieraus zu ziehen ist, ist wieder die
folgende. Wird das Alom s insbesondere in die unter 2 genannte Ebene ¢
oder in einen der unter 3 genannten Puokte gelegt, so wird die Struktur
nur dann den Symmetriecharakter der vorliegenden Krystallklasse bewahren,
wenn dem Atom m bzw. dem Atomkomplex I’ einerseits die Ebene o,
andererseits der beziigliche Punkt J nicht als Symmetrieelement zukommt.
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